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1. Du taux de variation moyen au taux instantané

Définition — Taux de variation moyen Y

Le taux de variation moyen de f entre a et a + h (h # 0) 7
! flath)~f(@) _ A
a+h)—jla Y
TVM = = —.
la, a-+h] h Ax A
C’est la pente de la sécante passant par P(a, f(a)) et
Q(a+h, f(a+h)). L
. , . — = : 1 1 x
Quand h — 0, Q glisse vers P : les sécantes « pivotent » autour 2771 s 2 3
de P et se rapprochent d’une droite limite, la tangente en P. F(2) =22, a=1: les pentes des sécantes 4 ;
Taux moyen Taux instantané 3 2,5... tendent vers 2, la pente de la
fla+h) — f(a) _flath)— f(a) tangente.
lim
h h—0 h
pente de la sécante pente de la tangente
vitesse moyenne vitesse instantanée
sur un intervalle en un point

2. Définition de la dérivée

Définition — Nombre dérivé

Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant a. f est dérivable en a si la limite suivante existe et
est un nombre réel :

f(a) = ]llir% flat hf)z — fla) ou, de fagon équivalente (avec x = a+h), f(a) = %13% W.

f'(a) est la pente de la tangente au graphe au point (a, f(a)). Si la limite n’existe pas (ou vaut £00),
f n’est pas dérivable en a.

Définition — Fonction dérivée Méthode — lever 1’indétermination %

f" associe a chaque  ou f est dérivable le nombre Numérateur et dénominateur tendent vers 0 : on
/ . flz+h) - f(z) ne pel.lt jamais remplacer directement h par 0.
fi(z) = }1113% h . On fait apparaltre un facteur h au numérateur,
puis on simplifie (h # 0) :
Notations (si y = f(z)) : — polyndéme : développer, puis mettre h en évi-
i af d dence ;
f'(x) y' dr dr Az [f(2)] — fraction : mettre au méme dénominateur ;

— racine carrée : multiplier par le conjugué,

En un point : f/(a) ou % : car (A— B)(A+ B) = A> — B2

r=a
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Attention

La hauteur du graphe de f’ en z est égale a la — On garde « ,1011)% » a chaque ligne, jusqu’au

pente du graphe de f en x : moment ou l'on remplace h par 0.

— f'(x) > 0 : le graphe de f monte ; — La dérivée n’a de sens qu’en un point inté-

— f'(x) <0 : le graphe de f descend ; rieur du domaine. A une extrémité (ex. : /x

— f'(z) = 0 : tangente horizontale. en1 0), on ne peut parler que de dérivée laté-
rale.

7 = iy EEEE < g B g RS 1) =
(mz+b) = m (la tangente & une droite est la droite elle-méme) (¢)=0 (x) =1 (@) =2z
(Vz) = 1 pour z > 0 : \/x est définie en 0, mais n’y est pas dérivable (tangente verticale).

2V

3. Regles de dérivation

Reégles de base  (u,v dérivables, ¢ € R)

Constante : c)=0, (z)=1
(c) (z) Produit (Leibniz) : (uv) =v v+ uv’
Multiple : (cu) =cu
) w\'  wv—u
Somme / différence : (u+v) =u' + 0’ Quotient (v # 0) : o) T T
Puissance (n réel) :  (z") =naz"? 1N/ v
i o Cas particulier : (—) = ——
« 'exposant descend devant, puis on lui enléve 1 » v v2
« dérivée du haut x bas, moins haut x dérivée du bas,
sur le bas au carré »

Réécrire avant de dériver : larégle de la puissance  SEVETE T E T

s’applique a z", on réécrit donc racines et fractions - i o] ]
en puissances. (1) implifier / S @ lbond, £ iy —
puissances ; si le dénominateur est un monéme,
. oL L diviser terme a terme pour éviter le quotient.
Fonction | Réécriture | Dérivée | Forme finale 22+ 3 3
Ex. : =z+3z7!, donc f'(z)=1- .
N3 z/3 Lyp=2/3 1 v .~ B r
3 372 (2) Repérer la derniére opération qu'on fe-
1 s - 3 rait pour évaluer f(z) (somme, produit, quotient,
3 v o Tt puissance de z) : c’est elle qui dicte la regle.
4 dp—1/2 _9p—3/2 2 (3) Appliquer la régle, puis simplifier.
NG T\/T
Une fonction appliquée a une autre, ex. (3z + 1)7 : régle
2 5/2 5..3/2 5
v z? Phd / 30V de la chaine, en partie 2.
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Erreurs fréquentes

et 'ordre compte : v'v — uv/, et

u / # u/
v v’
non uv' — u'v.

— On ne développe généralement pas le dénomi-

nateur v2.

— (w) # v : (z-2) =22, mais (z) - (z) =1. — (%)I e :

32 on ne « dérive » pas le dénomi-
x

nateur seul ; on réécrit x 3.
2 \/5...sont des constantes : leur dérivée est

0

Application — vitesse

v(t) =0 : sommet ; v(t) <0 :l'objet redescend.
Ex.

Si s(t) est la position (ex. : hauteur d’une balle), la vitesse est v(t) =

: s(t) = 20t — 5t donne wv(t) = 20 — 10¢, nulle en ¢ = 2 : la balle est au sommet, & s(2) = 20 m.

s'(t). v(t) > 0 : Pobjet monte ;

4. Tangente et normale au graphe

Rappel — droites

Point-pente : la droite de pente m passant par
(z0,%0) est y = yo + m(x — x0).

dy et do paralleles < m; = mao.

dy et do perpendiculaires <— mj;mo = —1.
Horizontale : m = 0, y = p. Une droite verticale
(r = k) n’a pas de pente.

Tangente et normale en z = a

Tangente : passe par (a, f(a)), de pente f'(a) :

y=f(a) + f(a) (z - a).
Normale : perpendiculaire a la tangente en ce
point. Si f'(a) #0 :
1
f'(a)

Si f'(a) = 0 : tangente y = f(a), normale verti-
cale x = a.

(x —a).

y = f(a) -

5. Dérivabilité et continuité

Méthode

Calculer (1) f(a), (2) f(x) puis f'(a), (3) rem-
placer et simplifier sous la forme y = mx + p.

Problémes types (I'inconnue est le point de contact

a) :

tangente horizontale : résoudre f/(z) =0 ;

tangente parallele a une droite de pente m : ré-
soudre f'(z) =m ;
tangente perpendiculaire a une droite de pente
1
m # 0 : résoudre f'(z) = —— ;
m

tangente qui passe par un point donné (pas
forcément sur la courbe) : écrire la tangente en a,
puis imposer que le point la vérifie.

fl@)=a? a=1

Exemple :
f) =1, f'(x)=2z, f'(1)=2.

Tangente : y = 1 + 2(x — 1), soit y = 2z — 1.
Normale : pente —2, d’otl y = —5T+ 5.

Théoréme

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Preuve. Pour x # a :

Attention

Contraposée : si f n’est pas continue en a, alors
f n’est pas dérivable en a.

La réciproque est fausse : une fonction peut
étre continue sans étre dérivable (coin, pointe,
tangente verticale).
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2/3

Coin : |z| Pointe : x

Tangente verticale : /=

Saut (discontinuité)

Situation en a Continue ?7 | Dérivable ? | Exemple

Courbe « lisse » oui oui z?en 0

Coin : f’ (a) # f! (a) oui non |x| en O (pentes —1 et 1)
Pointe : pentes — —oo d’un coté, +oo oui non z2/3 en 0

de l'autre

Tangente verticale : pentes — +o0o (ou oui non V/z en 0 (tangente x = 0)
—00) des deux coOtés

Saut, trou, asymptote non non fonction par morceaux

Méthode — étudier la dérivabilité en a

(1) Vérifier la continuité en a : si f n'est pas
continue en a, elle n’y est pas dérivable.

(2) Sinon, calculer les limites latérales du taux de
variation :

fw= i f0FN 1@
f-/|-(a) _ hl_if(l)lJr f(a"i_h}z_f(a’).

(3) f est dérivable en a <= ces deux limites
existent, sont finies et égales.

Deux morceaux qui ont la méme pente au point
de raccord ne suffisent pas : il faut d’abord que la
fonction soit continue.

Ex.: f(x)=z+1siz <1, f(x)=x—1siz>1.
Les deux morceaux ont la pente 1, mais f fait un
saut en 1 : elle n’y est pas dérivable.

A retenir

Dérivable = « on trace sans lever le crayon et
sans angle ni pointe ni partie verticale ».




