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Révision des chapitres 4 et 5 - Solutionnaire
La continuité et la dérivée (partie 1)
Mohamed Nouidha

Automne 2026

Comment utiliser ce solutionnaire

Essayez d’abord chaque exercice seul, puis comparez. Les réponses finales sont ( encadrées en vert ).
La numérotation suit celle de la série de révision. Chaque solution est rédigée comme on 'attend a
I’examen : lisez la démarche, pas seulement la réponse.

Bien rédiger une solution

1. Annoncer ce qu’on fait (« On étudie la continuité en z = 2 », « Regle du quotient avec u = ...,
v =... ») et conclure par une phrase compleéte.

2. Le bon symbole au bon endroit : « = » relie deux quantités égales ; « <= » relie deux
équations équivalentes ; « = » marque une conséquence. On n’écrit jamais = entre deux équations.

3. Garder « lim » a chaque ligne tant que la variable n’a pas été remplacée ; on ’enléve au moment
ou l'on remplace.

4. Pas d’écritures interdites : (—1), 0A+ = 400, f(a) = oo ne sont pas des calculs. On décrit en
mots le comportement du numérateur et du dénominateur, puis on écrit la limite.

5. Une lettre = un objet : f (la fonction), f(z) (un nombre), f'(x) (la dérivée) ne sont pas
interchangeables, et on ne réutilise pas une lettre déja prise (si la fonction s’appelle h, accroissement
ne s’appelle pas h).

6. Préciser ou le résultat est valable (z # ..., domaine) et noter les intervalles avec crochets :
la, b], [a,b].

A. Continuité

Rappel — continuité en un point (chapitre 4)

f est continue en a si: (1) f(a) existe ; (2) %1_% f(x) existe ; (3) %gr(ll f(x) = f(a).

Types de discontinuités : amovible (la limite existe, mais f(a) n’existe pas ou en différe : répa-
rable en posant f(a) = li_r)n f(x)) ; par saut, infinie, oscillante (essentielles : non réparables).
T—ra
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Exercice 1 Continuité aux points indiqués ; type de discontinuité et réparabilité.

2
1
a) f(z) = % On factorise : f(z) = @ i(ff)?_x%)—l) == f ] pourz # +1.
En z = —1 : f(—1) n’existe pas (division par 0) : la y
condition (1) échoue. Forme § : '
1 1 31—

lim f(z) = lim M: lim = - |

z——1 =1 (z—1)(x+1) a>-12-1 2 (_ 1, %j i
La limite existe : discontinuité [amovible en x = —1), T &5 i 1"
[réparable en posant f(—1) = %] 7; 1\
En z=1: f(1) n’existe pas. Quand z — 1, le numérateur -3+ E

de —%5 tend vers 1 et le dénominateur tend vers 0, avec
x —1 <0 agauche et x —1 > 0 a droite. Donc

X

=—-0c0 et lim = +00.
z—s1—x —1 z—1tx—1

Discontinuité (infinie en 2 = 1] (asymptote verticale z =

1), | non réparable |.

Remarque. la simplification par (x + 1) fait disparaitre le probléme en —1 (un trou), mais pas celui en 1 (le

facteur  — 1 reste au dénominateur).

b) (1) g(2) =2(2)—1 =3 (branche z > 2). (2) La régle change en x = 2 : on calcule les limites latérales.

lim g(z) = lim (2% —1) =3, lim g(z) = lim (22 —1) = 3.

T2~ T2~ z—2+ z—2+

Les limites latérales sont égales, donc lim2 g(z) = 3. (3) lim2 g(z) = g(2). Les trois conditions sont
T— T—r

vérifiées : [ g est continue en z = 2.

c¢) (1) h(0) = % (2° branche). (2) Pour z # 0, on a une forme indéterminée 2 : on multiplie par le
conjugué.

1

lim\/x—l—4—2 \/£—|—4+2_1_ (x+4)—4

. 1
—0 x '\/1:+4+2_x£%x(\/33+4+2)_w%\/x+4+2_4'

(3) La limite existe, mais lin%) h(z) = 1 # 3 = h(0) : la condition (3) n’est pas vérifiée. Discontinuité
T—r

(amovible en =0, {réparable en redéfinissant h(0) = i ]

Exercice 2 Domaine de définition et domaine de continuité.

Vo +4

r—1

. Conditions : z +4 > 0 (racine) et x — 1 # 0 (dénominateur), soit x > —4 et = # 1.

a) f(z) =

Dom(f) = [-4,1[U]1, +oo[ |

f est un quotient de fonctions continues sur leur domaine (v/x + 4 continue sur [—4, +oo[, polynéme
x — 1) : elle est continue partout ou elle est définie. Domaine de continuité : [ [—4,1[U]1, +o0] ] (En
x = —4, borne du domaine, la continuité est a droite : lirriﬁ flz) =0= f(—4).)

T——

b) g(x) = In(2? — 4z). Condition : 22 — 4z > 0, soit x(x —4) > 0.
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T 0 4

x - 0 + +
r—4 — - 0 +
z(z—-4) |+ 0 — 0 +

Dom(g) = []—oo,O[U]4, —i—oo[]. Composée d’un polynéome et de In (continue sur |0,+o00[), g est

continue sur tout son domaine : domaine de continuité []—oo,O[ U4, +oo[]. (Les bornes 0 et 4 sont
exclues : In 0 n’existe pas.)

¢) Domaine. Branche z < 0 :

3 exige © # —2. Branche 0 <z <4 :4 —z > 0 est toujours vrai.

Au-dela de 4, h n’est pas définie.

Dom(h) = []—oo, —2[U]-2,4] ]

Continuité. Chaque branche est continue sur son intervalle ouvert. Il reste a étudier le point de

raccord z =0 : 1 1
lim =, lim V4 — 2 =2=h(0).
z—0— T + 2 2 z—0t

Les limites latérales different : discontinuité par saut en 0. En = = 4 (borne) : liril 4—z=0=
T—4

h(4), continue & gauche.

Domaine de continuité : []—oo, —2[U]-2,0[U]0,4] ]

(En x = —2, hors du domaine, il y a une asymptote verticale : discontinuité infinie.)

Le domaine de continuité d’une fonction définie par parties n’est pas toujours égal a son domaine : il
faut toujours vérifier les points de raccord.

Exercice 3  Paramétres rendant la fonction continue sur son domaine.
Méthode : chaque branche est un polynéme, donc continue. Seuls les points de raccord posent
probleme : on y impose « limite a gauche = limite a droite = valeur de la fonction ».

a) Enz=-1: f(-1)=—-1+4=3et lim (ax+b)= —a+b. Condition : —a +b=3.

r——11

Enz=2:f(2)=2a+bet 111121+(x2 +2) = 6. Condition : 2a + b = 6.
T—

—a + b =3 soustraction 30=3 = .
20 +b=6

Vérification : en —1 :3et -1+4=3vV en2:24+4=06et4+2=6V
b) Enz=1:9(1)=3+k et lim (kx? —1) =k — 1. Continuité <= k—1=3+k <= —1=3:

z—1~
impossible.

[Aucune valeur de k ne rend g Continue.] Quel que soit k, I’écart entre les deux limites latérales vaut
(3+k)—(k—1)=4:ily a toujours un saut de hauteur 4 en x = 1.

Remarque. le parameétre k apparait dans les deux branches avec le méme coefficient en x = 1 : il « s’annule
» dans I’équation. C’est pourquoi 1’énoncé dit « s’il en existe ».
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B. La dérivée : définition et regles

. . , r+h)— f(z
Exercice 4  Dérivée par la définition f'(x) = }linb M
11— v

a) f(z) =+/x+5. Méthode : racine carrée = multiplier par le conjugué.

, . Vr+h+5—Vz+5 Va+h+5+vVz+5 . (x+h+5)—(z+5)
fi(z) = lim . = lim

h—0 h Ve+h+5++vx+5 h=0h(vVr+h+5++z+5)
, h , 1 1
im = lim = .
—0h(Vz+h+5+V2+5) h0Vz+h+5+r+5 2V/x+5

1
f(x) = m , qui existe pour x 4+ 5 > 0, c’est-a-dire .
Comparaison : Dom(f) = [—5, +oo[ mais f’ n’existe que sur |—5, +oo[. En z = —5 (extrémité du
—5+h)— f(-5 h
domaine), lim J(=5+h) = F(=5) = lim £ = lim — = 400 : la tangente y est verticale
h—0+ h h—0t h h—0t h
(comme /x en 0).
2
b) f(z) = 3 Méthode : fraction = mettre au méme dénominateur.
x —_—
, 2 2 2z —3)—2@+h—3)
! — 1 - < _ ) —
P =l o= =3 M e —3 -3
i —2h I -2 2
= l1im = 11m = — .
h—0h(z+h—3)(x—3) hs0(z+h—23)(x—3) (x — 3)2
2
f(x) = _W , qui existe pour : c’est exactement le domaine de f.

Vérification par les régles : ((z + 5)1/2)/ demande la régle de la chaine (partie 2) ; (%), =2 (- ﬁ) v
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Exercice 5 s(t)=t3—6t2+9t (enm), 0<t<5

a) s(1)=1-64+9=4 et s(4) =64 —96+ 36 =4. s
Cos(4)—s(1)  4—-4 207
Ymoy = =7 T 3 ' 6 |l s(t)
Le mobile est a la méme position (4 m) at =1 et
at = 4 : son déplacement net est nul. Cela ne veut 127
pas dire qu’il est resté immobile : il a reculé jusqu’a gl
s(3) = 0, puis est revenu (voir le graphe).
sécante : pente 0
b) v(t) = s'(t) = 3t2 — 12t + 9 = 3(t2 — 4t + 3), soit 41 o
t)=3(t—1)(t—3 . : : * : ¢
(o) =3(t = 1)~ 3) ) m/s e S
c¢) Le mobile est immobile lorsque sa vitesse est nulle : En vert : tangentes horizontales (v = 0).
v(t)=0 < 3(t—1)(t—3)=0 < t=1out=3.
Les deux valeurs sont dans [0,5] : immobile a
(t=1sett=3s)
d) v(2) =3(1)(-1) = . Le signe négatif signifie
que la position diminue : a ¢t = 2, le mobile se déplace
dans le sens négatif de 'axe, & 3 m/s.
Exercice 6  Dériver ; réponse sans exposant négatif ni fractionnaire.
a) On réécrit : f(z) = 3z* — 2272 + 521/2,
5

4
fl(x) = 1223 + 4273 + 533_1/2 ‘ 1223 + R

2V |

b) Méthode efficace : développer (pas de quotient & gérer) : f(z) = 2%/ — 322 4 21/2 — 3.

1.y _ 5.3/2 1

f(x)—ia;/—Gx—i-gx ‘ xf—6x+2f

Vérification par la régle du produit : 2z (y/x —3)+ (22 +1)- =2z — 6x+i+ (Car = vz,
2z 2 2yz 2
c¢) Le dénominateur n’est pas un monome : régle du quotient, avec u = 22 —1, v = 22 +4, v/ = v’ = 2z.
) 2u(z? +4) — (22 —1) 2z 2z[(2? +4) — (2% — 1)] 10z
€Tr) = = =
(.’E2 +4)2 (.’E2 +4)2 (.%'2 +4)2

d) Le dénominateur est un monéme : on simplifie terme a terme avant de dériver (z > 0).

3 1/2
z 2z x 2 —1/2 / 1,.-3/2 1
= ——+—=2"-2 =2xr— = =|2x — .
f@ =T - mat o240 P =2 fa V=2
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Exercice 7 u(l)=2, o/(1)= -3, v(1) =4, /(1) =1.
a) (uw)'(1) = u'(1o(1) +u(1)v'(1) = (=3)(4) + (2)(1) = 12+ 2 =
b) (71),(1) _ (o) —u(l)'d)  (=3)(4) - (2)(1) -4 7

v(1)2 2 16 8

= u - u, donc par la régle du produit (u?)’ = v'u + uu’ = 2uu’. Ainsi

(u? = 3v)(1) = 2u(1)u/(1) — 30'(1) = 2(2)(—3) = 3(1) = 12— 3 =15 .

c) u

(u?) # 2u et (u?)'(1) # (v (1))2 : on n’éléve jamais une dérivée au carré « parce que la fonction est
au carré ».

C. Tangente

Méthode : calculer (1) f(a), (2) f'(z) puis f'(a), (3) remplacer dans y = f(a)+ f'(a)(x — a) et simplifier
sous la forme y = mz + p.

2z -1

Exercice 8 f(z) = PR 0.
T

-1
(1) Point de tangence : f(0) = I = —1, soit le point (0, —1).
(2) Pente : régle du quotient avec u =2x — 1, v=x+1,v' =2,v =1

L 24 l)—(2w-1)-1 3 o
fi(z) = @12 CEE x#—1, donc f(0) =3.

(3) Equation : y = f(0) + f'(0)(z — 0) = —1 + 3z. La tangente au point d’abscisse 0 est [y = 3z — 1.

Exercice 9  f(x) = 2% — 322 : tangentes paralléles a y = 9x — 2.

Deux droites sont paralleles <= elles ont la méme pente. y

On cherche donc les z tels que f/'(z) =9 : Sy =9z —2
12 /

32— 62z =9 <= 22-2r-3=0 < (z—3)(z+1)=0. ol

— x =3: f(3) =27 —27 = 0. Point | (3,0) |, tangente 7» o
y:0+9($—3), soit . ! ! ,I . . — X
— 2 =—1: f(-1) = -1 —3 = —4. Point [ (—1,—4) . 47}
tangente y = —4 4+ 9(x + 1), soit [y =9z +5 | S8l

Les deux tangentes ont la pente 9 et sont distinctes de y = 9z —2 /12 |

(ordonnées a origine différentes). ,

D. Dérivabilité et continuité

Méthode — étudier la dérivabilité en a

(1) Vérifier la continuité en a : si f n’est pas continue en a, elle n’y est pas dérivable (contraposée
du théoréme « dérivable = continue »).

, au besoin des deux cotés

h) —
(2) Si f est continue, calculer la limite du taux de variation flath) = fla)

h
f/_(a):hll)lg_f(a+h}1_f(a) et f-/*-(a):hg%l_kf(a—i_h}z_f(a)
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(3) f est dérivable en a si et seulement si ces deux limites existent, sont finies et égales.
Non dérivable : coin, pointe, tangente verticale, discontinuité.

Exercice 10  Dérivabilité auzx points indiqués.

a) g en x =2. (1) A I’exercice 1 b), g est continue en 2, avec g(2) = 3.
(2) A gauche, g(2+h) = (2+h)?2 —1=3+4h+h%; adroite, g(2+h) =2(2+h) — 1 =3 + 2h.
4h + h? . 2h

"(2)= 1 = lim (4+h)=4 L2)=1 — =
e =

2.

(3)4#2: [ g n’est pas dérivable en 2]. Le graphe présente un coin en (2, 3) : demi-tangente de pente
4 a gauche, de pente 2 a droite.

b) f(z) =z|z| en x =0. f(0) =0 et, pour h # 0,

10) = Ji LO R = fO) _ RIRE
FO=m = T =t

(méme limite des deux cotés : inutile de les séparer). [ f est dérivable en 0 et f'(0) = 0] : tangente
horizontale y = 0 a 'origine.

2

Remarque. z|z| = 2 si x > 0 et —2? si < 0. Les deux morceaux se raccordent avec la méme pente 0 : la

valeur absolue ne crée pas toujours un coin.
c) h(z) = |xr — 3| en x = 3. La fonction s’appelle déja h : pour ne pas donner deux sens a la méme

lettre, on utilise la 2° forme de la définition, lin})) h(ac)—?i)z(?))
T— xr —

(1) h(3) =0 et lin%))|x—3| =0 = h(3) : h est continue en 3.
T—
(2) Comme [z —3|=—(z—3)siz<3et|zr—3|=2x—-3siz>3:

W(3) = lim —E=3) g Wo(3) = lim L2

n =3~ T —3 z—=3+ T — 3

=1

(3) —1#1: [h n’est pas dérivable en 3 ] Son graphe (celui de |z| décalé de 3 vers la droite) forme
un coin en (3,0).

) a) g : coin en (2,3) b) z|z| : dé;ivable en 0 (é) |z — 3| : coin en (3,0)
6 1 5 | 3
4 27
x
9 | 12 1
x x
_/i 2 3 4

En a), la tangente pointillée de pente 4 (celle de la parabole) ne suit pas la branche de droite, de pente 2 : c’est le
coin.
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Exercice 11  Lecture du graphe de f sur [—4,5].

amoyible

1
, tangente vert

—4 -3  sat -1 ‘ 1 2 coin 3 4 5

a) Continuité.

—zxz=-2: lim f(z) =2, lim f(z) =0 et f(—2) =0 (point plein). Les limites latérales

T—>—2" z——21

difféerent : [discontinuité par saut] (essentielle, non réparable).
—x=0: lin% f(z) = 2 (le trou), mais f(0) = 3 (point plein). La limite existe et differe de f(0) :
T—

( discontinuité amovible ], réparable en posant f(0) = 2.

— x =2: les deux morceaux se rejoignent en (2,0) : lim2 f(z) =0= f(2). [f est continue en 2 }
T—r

— x =3,5: la courbe passe par (3,5; 1,5) sans trou ni saut. [f est continue en 3,5 ]
b) Dérivabilité.
— z=—2et 2 =0:(non dérivable ], car f n’est pas continue (contraposée du théoréme).

— 2 =2 :(non dérivable |. f est continue, mais le graphe forme un coin : & gauche, la courbe descend
avec une pente négative (=~ —2) ; a droite, elle remonte avec une faible pente positive. Les deux
demi-tangentes (en rouge) n’ont pas la méme pente.

— 2z = 3,5 : (non dérivable |. f est continue, mais la tangente est verticale (la droite x = 3,5) : la

pente des sécantes tend vers +oo et n’est pas un nombre réel.

c¢) Prés de 0, la courbe est une parabole dont le sommet est le trou (0, 2) : la tangente horizontale qu’on
« voit » est celle de ce point, qui n’appartient pas au graphe. Or f(0) = 3 : f n’est pas continue en

0, donc [f’(O) n’existe pas } Par le calcul (sur le morceau, f(x) =2 — % pres de 0) :

FO+R) —fO0) @-%)-3 1 n 1 hy 1 by
h - h = p Ty dou hli%‘f( h 2)_+°°’ hli%‘+( h 2)_ oc-

Les sécantes passent par le point « isolé » (0,3) et deviennent verticales : elles ne tendent vers aucune tangente.

d) On lit le sens de variation (la courbe monte : f' > 0 ; elle descend : f' < 0) :

z | -3 . 1 45
graphe monte (segment) monte descend monte
signe de f'(x) (=]
En x = —3, la pente est constante : c’est celle du segment, _22_*(1_4) = %
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. b
Exercice 12 % k(z)=2?+asix <1, k(x) = — siz > 1 : continue et dérivable en x = 1.
x

1) Continuité (condition nécessaire) : k(1) = 1+ a et y
. b
lim — =©b. Il faut

z—1t T

14+a=0.

2) Dérivabilité. A gauche :

(1+h)*+a—(1+a) - 2h + h?

(1) = 1l =1
(1) = lim 2 A —
= lim (2+h) = 2.
h—0—

A droite, en utilisant k(1) =14+a=1b:

Les deux morceaux se raccordent en (1, —2) avec la

b méme tangente : aucun coin.
o5 —b b—b(1+h) g
Ko (1) = lim 2 = lim ————
+() = lm == 0t h(L+ h)
—bh —b

B0+ h(1+ h) oot 1+ h

3) k est dérivable en 1 <= k. (1) = K, (1) <= 2 =
—b <= b= —-2. Avec 1 +a =0, on obtient a =b— 1= -3.

(a=-3, b=-2]

Vérification : k(1) =1-3=—-2= =2 pentes: 2z =2et 5 =2
enz=1V

Remarque. la condition de continuité doit étre imposée avant le calcul de &/ (1) : sans elle, le taux de variation

b—(1+a)
h

a droite contiendrait un terme qui tend vers +o0.

Exercice 13  Vrai ou faux 7
a) Si f est dérivable en a, alors f est continue en a (théoréme du chapitre 5), donc ;13}1 f(x) = f(a).
b) Contre-exemple : h(z) = |z — 3| en a = 3 (exercice 10 ¢) : lirré |z — 3| = 0 existe, mais h n’est
z—
pas dérivable en 3 (coin).

c) Méme contre-exemple : |x — 3| est continue en 3 sans y étre dérivable. La réciproque du
théoréme est fausse.

d) Il manque la 3° condition : I’égalité. Contre-exemple : la fonction h de 'exercice 1 ¢) :
h(0) = 1 existe, lir% h(z) = § existe, mais 1 # 1 (aussi : z = 0 dans l'exercice 11).
z—

e) Un angle (coin) n’est qu'une des causes. Contre-exemples : la tangente verticale de 1'exercice

11 en z = 3,5 (ou /x en 0), et toute discontinuité, comme le saut en z = —2 de l'exercice 11.
0 siz<O 1 siz<O
f) Contre-exemple : f(x) = ] et g(x) = ] . Les deux ont un saut en 0,
1 siz>0 0 siz>0

mais (f + g)(xz) =1 pour tout x : f + g est continue en 0 (les sauts se compensent).
g) La régle du produit est (fg)' (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a). Contre-exemple : f(z) = g(x) = =,
a=1:(fg)(z) = 2% donne (fg)'(1) = 2, alors que f'(1)g’(1) =1-1=1.

h) Si f est dérivable en tout point de I, elle est continue en tout point de I (théoréme). Elle n’a
donc aucune discontinuité sur I, et en particulier aucun saut.



