Calcul différentiel — Regle de 'Hopital (solutionnaire) College Sainte-Anne

Chapitre 7 - Exercices

La regle de I’'Hopital — Solutionnaire

Mohamed Nouidha

Automne 2026

Comment rédiger une solution

Identifier la forme en évaluant séparément la limite de chaque morceau, et ’écrire.
Si la forme est % ou 2 : écrire =, dériver le numérateur et le dénominateur séparément.
Simplifier, puis vérifier & nouveau la forme avant toute nouvelle application.

Pour 0 - 00, 0o — 00, 00, 1%°, 0o : écrire explicitement la transformation en quotient.

R A

Conclure par une égalité complete : lim ... = valeur.

Partie A — Reconnaitre la forme

Exercice 1 Identifier la forme; si elle n’est pas indéterminée, donner la limite.

. e¥ —cosx
a) lim ——
x—0 x

0

Numérateur : € —cos0 =1 —1=0. Dénominateur : x — 0.

Réponse : forme %, indéterminée

2
1
5 g
z—0 COS X

Numérateur : 02 + 1 = 1. Dénominateur : cos0 = 1. La forme est % : elle n’est pas indéterminée, la
substitution directe suffit.

2
1 1
Réponse : lim Tt =-=1
z—0 COST 1

c) lim z?e™®
T—+00

22 = 400 et e T = 0.

Réponse : forme oo - 0, indéterminée
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1
d) lim (— —In x)
z—01T \ T
1
— — 400 et Inx — —o0, donc —Inx — +00. On additionne deux quantités qui tendent vers +oo : la

T
forme est +o00 + 0.

’ Réponse : forme +0o — (—o0) = 400, pas indéterminée : la limite vaut 400

Ne pas confondre co — (—00), qui vaut +00, avec la forme indéterminée oo — oo, ou les deux termes
tendent vers +oo et se font concurrence (comparer avec l’exercice 5 a).

: 1/x
=) zll}r-l{loo(ln )

1
Base : Inx — 4+00. Exposant : — — 0.
x

Réponse : forme oo?, indéterminée

f) lim z!/*
z—0t

1 1o s .
Base : x — 01. Exposant : — — +o00. La forme est 07> : une base proche de 0 élevée & une puissance
x

1
de plus en plus grande devient de plus en plus petite. Plus rigoureusement : In (xl/ T) = e est de la
x

forme 43°, donc tend vers —oo, et pl/* = elnz/z )

Réponse : forme 07°, pas indéterminée : la limite vaut 0

D L (B =)
Vr+1— +oo et Jx — +o0.

Réponse : forme oo — oo, indéterminée

e:r

h) lim

z—+oo In
e¥ — 400 et Inx — +o00.

Réponse : forme 22, indéterminée
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Partie B — Formes g et %

Exercice 2 Forme §.

) i 22 —2x—3
a xl—r% .’13—3

Enz=3:9-6-3=0et3—3=0. Forme §.

Réponse : 4

Remarque

2
-2z -3 -3 1
Vérification par factorisation : i 933 = (@ )(:E;_ ) =z + 1 — 4. Pour un quotient de
T — T —

b) lim

z—0 T

Ena;:O:eO—l:O.Forme%.

z—0 €T z—0 1

Réponse : 3

Régle de la chaine : (¢3) = 337, et non €.

. sin(4x
c) lim — (42)
a—0 sin(7z)
En 2 =0 :sin0 = 0 au numérateur et au dénominateur. Forme %.

sin(4x) u ,. 4cos(4x) 4cosO 4
im ——% = lim — .
20 sin(7z) =0 Tcos(7x)  TcosO 7

4
Réponse : -
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1—
d) lim 700;(3’:)
z—0 x
Enz=0:1—cos0=0et 02=0. Forme %.
1 —cos(3z) I 3sin(3x) 0

hm —_— = m ————- forme =
z—0 ,CU2 z—0 2x ( 0)

Réponse :

Remarque

Apres la premiere application, on vérifie la forme : 3sin0 = 0 et 2-0 = 0, d’ou la deuxiéme
application.

En:czl:lnleetl—le.Forme%.

8 =

. Imz w . o1 1
lim = lim % = lim — = -
=122 —1 z—1 2x r—1 212 2

Réponse : -

27 —1
f) lim

z—0 x
Enz=0:2%—1=0. Forme %. On rappelle que (a®)’ = a” Ina.
22 —1 g .. 2%In2

lim = lim =2n2=1In2
x—0 X x—0
Réponse : In2 ~ 0,693
) I tanx — x
im ———
g z—0 xg
Enaz=0:tan0—0=0 et 0° = 0. Forme §.
tanz — x sec2r — 1
lim = B gy 2 (forme 2)
z—0 3 z—0 32 0
On simplifie avec I'identité sec’?z — 1 = tan’x :
I tan? 1 I tan )\ 2
im = — lim .
=0 312 3 2—0 €
. tancx 0 . tanz uw .. sec’w L I
Or lim est de la forme o et lim = lim = 1. Donc la limite vaut — - 1°.
z—0 X =0 I z—0 3

Remarque

On peut aussi appliquer la régle encore deux fois sans utiliser I'identité, mais les dérivées de sec?

deviennent vite lourdes. Une identité trigonométrique bien choisie raccourcit le calcul.
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Vitz—1-¢2
h %) lim e 2

z—0 1‘2

Enz=0:v1-1-0=0et 0?=0. Forme J. On écrit VIitz=(1+x)2

1 /2 _ 1 _ = 1 -1/2 _ 1
lim( —i—x) 5 2 B lim 2( —i—x) 2
z—0 T z—0 2z
Enx:O:%—%:OetZO:O. Encorelaforme%:

1 —-3/2 1
T (0 e It W
z—0 2 2 8

1
Réponse : —3

Exercice 3 Forme =

a) lim s
z——4o00 22 —
Le numérateur et le dénominateur tendent vers +oo. Forme %
32245 ¢ . 6x ) N : 6 3
lim ——— = lim (forme =) = lim - ==
z5400 212 — 1 x—+o00 4 — o° T——+o0 4 2

3
Réponse : 5

Remarque

3+5/22 3
Méthode algébrique : en divisant par z2, 2+1//$ — 5 Les deux méthodes sont acceptables.
—1/z

Inz — 400 et 21/3 — +o00. Forme =3
. Iz w 1 3223 , 3
lim — = lim T = lim = lim — =0
T—+00 x1/3 T—+00 gx*2/3 r—+00 I T——+00 x1/3

Réponse : 0 (le logarithme croit moins vite que toute puissance de z) ‘

4

c) lim —
r—+oo ¥

Forme 2, qui le reste apres chacune des trois premicres applications :
* u 4%y 122 gy . 24z mw , 24

lim — lim — lim = lim = lim —=0
z——+o00 et z—+o00 eT z—+o00 et z—+o00 et z—+o00 et

Réponse : 0 (I'exponentielle croit plus vite que toute puissance de x) ‘
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=N W R ot

‘ 1 1 - x
4 10 15 20

Le quotient augmente d’abord, puis ’exponentielle I’emporte et il tend vers 0.

2
d) lim In(z" +1)

T—+00 Inz

In(2? + 1) = +o00 et Inz — +o0. Forme 2.

In(z? + 1 212 2
lim n(z ) T lim ;p21+1 = lim Y — lim =
T—+00 Inx zofoo - gt x2 4+ 1  a54o0 ] 4+ 5
Réponse : 2
1 3
e) lim (Inz)
xr——+00 ap
Forme 2. On applique la régle en vérifiant la forme a chaque étape :
Inz)? 3(Inz)?- 1 3(lnx)? 61 6
i 2w SWa)y o e mo, fhewo, 6
T—+00 T r—+00 1 z—+00 T r—+oo z—+o0o I
Réponse : 0
xr
) lim < °
z—+oo €% + 2
Forme 22.
. e+ u . e’ +1 . L H . e’
lim = lim ——— (forme &) = lim
z—+oo €% + x2 z—+o0 €% + 2z o z—+00 €% + 2

La forme est encore 2>, mais il est inutile d’appliquer la regle : on divise le numérateur et le dénominateur
par e*.
. e’ . 1 1
lim = lim = =
z—4oo el +2  z—+tool 4 2e % 1+0

1

Réponse : 1
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Partie C — Formes 0 - 0o et oo — 00

Exercice 4 Produits : forme 0 - co.

On envoie au dénominateur le facteur dont l'inverse se dérive simplement ; on garde Inz au numé-

rateur.

a) lim z%lnx
z—0t

Inz
2% — 0 et Inz — —oo : forme 0 - (—00). On écrit 2° Inz = —, de la forme 722,
T

—+00

=3
|

. T . 1 . zt . 23
lim — = lim 7= Iim [— ) =Ilm [— ] =0
=0+t T~ z—0t —3x~ z—0t 3z z—0t 3

’ Réponse : 0
b) lim ze *®
Tr—+00
, . _ x
x — 400 et e 2% — 0 : forme oo - 0. On écrit ze2* = —,» de la forme 2.
e
. T H 1
lim — = lim =0
=400 22 z—+o0 2e2t
Réponse : 0

c) lim xtan(

T—+00

SR

)

T — 400 et tan(%) — tan0 =0 : forme oo - 0. On écrit x = 0

, d’ot un quotient de la forme g.

1
1/x

2 1
tan(1l/x sec*(1/z) - (=22 1
lim Mg lim 1( x>= lim sec?( — ) =sec?0 =1
T—+00 1/1‘ T—+00 —=z z—+00 X
Réponse : 1 ‘
d) lim %
T—r—00
22
Quand z — —o00 : 22 — 400 et e — 0 : forme oo - 0. On écrit 22e* = ——, de la forme 3¢ (car
e
e — +00).
2 2z H
lim — = lim (forme =22) = lim =0
z——o00 e~ % T——00 —e~ o0 z——o00 e~ ¥

Réponse : 0

(e‘z)/ = —e " : attention au signe donné par la regle de la chaine.
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lim ze vV

e) T—>+00
VT — 4oo et e VT = 0 :

1
(eﬁ)’ — Vo NS

forme oo - 0. On écrit de la forme Z2. Par la regle de la chaine,

vV
eV’

N VZ N S N I
oo o oo e, 1 it Vs
x
‘ Réponse : 0
fx) lim Inx tan(m)
z—1t 2
Quand z — 17 : Inz — 0. De plus, & — (g) donc tan(%F) — —oo. Forme 0 - (—00).
1
Comme tanf = ——, on écrit _nr ; or cot 5 = 0, donc la forme est %
cot @ cot(mx/2)
I Inz H oo 1 1 1 2
im ————= = lim = = =_Z
a—1+ cot(ma/2) a1t =G esc?(mw/2) =% -csc2l D1 T
] 2
Réponse : —— ~ —0,637
v

Exercice 5 Différences :

. 1
lim ( +In :c)
rz—0+ \ T

a)

1
— = 4o etlne — —oc0:

T
méme dénominateur :

forme oo — oo.

on additionne +o0o et —oo, c’est la forme indéterminée co — co. On met au

1

l+zlnx
—+he=——-—7-—.
T

T

Le dénominateur tend vers 07. Au numérateur, zInz est de la forme 0 - (—o0) :

lim zlnz = lim —

z—0t

1/x
1M
z—07F *1/ZL‘2

Inz 5§

= lim (—x) = 0.

1
z—0t

z—0t 1/33

Le numérateur tend donc vers 1, et le quotient est de la forme 0%.

‘ Réponse : +oo

Remarque

Comparer avec l'exercice 1 d) : % =
emporte sur In z.

voir que L P

Inx n’était pas indéterminée. Ici, il faut un vrai calcul pour
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1
b) lim ( — cot x)
z—0 \ X

Quand z — 0T, les deux termes tendent vers +oo (vers —oco quand x — 07) : forme oo — co. Avec

cos T
cotr = — :
sinz .
1 cosx sinz—xcosx 0
- — — = - (forme §)
x sinzx xsinx
Dérivée du numérateur : cosx — (cosx — zsinz) = xsinz. Dérivée du dénominateur : sinz + x cos x.
. sinx —xcosx H .. rsinz ov H .. sinz + xcosx 0
lim ——— = lim —  (forme 6) = lim - =-=0
z—0 rsinx z—0sinx + r cosx z—02cosx —xsinz 2
Réponse : 0
c) lim (\/ z? + 4z — x)
r—r+00
Forme oo — oo. L’expression contient une racine : on multiplie par le conjugué.
2 2
Vii+dr+z  Val+drtx
Pour z > 0, Va2 + 4z = z,/1 4+ . On divise par  :
. 4 4
lim = =1 T =2
T——+00 4
I+5+1
Réponse : 2

d) lim (In(2z+1)—Inz)

T—+00
Forme oo — co0. On utilise Ina —Inb = 1n a :
2¢ +1

1
:ln<2+>.
T T

‘ Réponse : In2 (la regle de 'Hopital n’est pas nécessaire) ‘

In2x+1) —lnz=1In

Comme 2 + % — 2 et que In est continue en 2 :

e %) lim (JE— ! )
z—1+ \Inz x-—1

1
Quand z — 17 : li — oF = 400 et ] — +o00. Forme oo — oco. Méme dénominateur :
nx T —
x 1 r(r—1)—Inz 22—-2—Inz 0
—_— = = (forme 6)
Inz x-1 (r—1)Inzx (r—1)Inzx

1 -1 1
Dérivées : (2> —z—Inz) =2 —1— = et ((x—l)ln:c)/:ln:c—l—L:lnx—l-l—f.
x x x

lim —————— = lim ——*%
z—1+ (r—1)Inzx et Inz+1 -1
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Enle:2—1—1=Oet0—|—1—1=0.Encorelaforme8:

B 2+ 2+1 3
et L4 B 141 2

3
Réponse : 3

Partie D — Formes 0°, 1>, oo’

Exercice 6 Méthode du logarithme.

Rappel de la méthode

Poser h(z) = f(z)9®); alors Inh(z) = g(z)In f(z). Calculer L = limInh(zx), puis conclure :
lim h(z) = e”.

2 T
a) ll)r_i{l <1 - —)
T %) T

Base : 1 — % — 1. Exposant : z — +00. Forme 1°°.

2 In 1—%
Inh(z) =xIn (1 — —) = M, de la forme 8. Comme (1 — %), = m% :

x 1
x
2/ x>
In(1-2 _ -9
L= hmyi im 12Ty 2
x—+00 - r—>+00 —7 r—+o0o0 ] — Z

. : 1/x
b) ilg})(l + sinz)

Base : 1 +sin0 =1. Exposant : % — Fo00. Forme 1°°.

In(1 + si oS 1
AT L) RTINS QT e e
z—0 x z—0 1 140
Réponse : ¢! =¢
. T 1/33
¢) lim (¢ + 1)
Base : ¢’ +0 = 1. Exposant : % — Fo00. Forme 1.
In(e” S 141
L = lim Ine* +z) (forme ) B i & 1+l 2
z—0 x z—0 1 140

Réponse : e ~ 7,39

10
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d) lim (1+»1)x

z—0t a8

Base : 1+ % — +00. Exposant : £ — 07. Forme oo.

1 In(1+1
Inh(z) =xln (1 + ) = H, de la forme 2. Comme (1 + %)l =—5:
x

1 x
x
—1/x?
In(1+2
L:lml(lx>ﬂ lim 2Ty L T g
e—0t 4 o0t —o3 a0t 145 a0tz
Réponse : ¢ =1
Y
_______________________________ ol
2 | xr
y=(+3)
16
t t T
1 2 3

Prés de 07T, la courbe part de 1; quand z — +00, elle tend vers e (exemple 12 des notes).

e) lim z'/™M7
T—>+00
Base : © — +00. Exposant : ﬁ — 0. Forme oo”.
1
Inh(z) = — -lnzx =1 pour tout z > 1.
Inz

Donc h(z) = e! = e pour tout = > 1 : la fonction est constante.

Réponse : e

Remarque

Pas besoin de la regle de ’'Hopital : écrire In h(x) suffit parfois a conclure.

f) lim @?+Q”mm

T—>+00

Base : 22 + 1 — 400. Exposant : ﬁ — 0. Forme oo,

2
L= lim 71n(3: +1)

=2 (exercice 3 d)
z—=+oo Inz

Réponse : e

11



Calcul différentiel — Regle de ’Hopital (solutionnaire) College Sainte-Anne

%) lim (sin z)%n®
gx) lim (sinz)

Base : sinz — 07. Exposant : tanxz — 0. Forme 0°.

. In(sin z
Inh(z) =tanz In(sinzx) = y, de la forme 32
cotx
In(sinz) w .. oS . COS T . . )
L = lim In(sinz) = lim —0%— = lim { — (=sin’z)) = lim (—sinzcosz) =0
z—0t cotx z—0t —CSC* X  z—0t \slnx z—0*

Réponse : e’ =1

Partie E — Analyse d’erreurs

Exercice 7 Repérer lerreur, 'expliquer, donner la bonne réponse.

1‘24—131, 2x

a) lim =lim — =0
z2—0 ¢+ 1 z—0 1
Erreur. En z = 0, la forme est 81‘—% = % : ce n’est pas une forme indéterminée, la regle de I’Hopital ne
s’applique pas.
2
T 1 1
Bonne solution. Substitution directe : lim * =-=
z—0 -+ 1 1
Réponse : 1
e’ —1 e’ e
b) lim B im = i & ==
z—0 12 z—0 2 z—0 2 2

xT

e
Erreur. La premieére application est correcte (forme %). Mais o0 est de la forme 2
x

genz=0:cen’est
pas une forme indéterminée, et la deuxieme application est interdite.

T

e
Bonne solution. On étudie 2 des deux cotés de 0 : le numérateur tend vers 1, et
x

e’ 1 . e’ 1

1' _— = — = 1 _— = — = — .
ooy Tor T Mo T - T ™

Les limites a gauche et & droite sont différentes.

Réponse : la limite n’existe pas (+oo a droite, —oo a gauche) ‘

Le graphe confirme : asymptote verticale en x = 0, avec des comportements opposés de chaque coté.

12
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. sinz ] sinz \’

c) lim =lm|(———) =...
=02+ 2—=0\x2+2x

Erreur. L’étudiant a dérivé le quotient (régle du quotient). La régle de ’'Hépital demande de dériver le

numérateur et le dénominateur séparément. De plus, une limite ne se conserve pas quand on remplace

une fonction par sa dérivée.

Bonne solution. En 2 =0 : sin0 = 0 et 02+ 0 = 0. Forme %.
sinx @ .. CoS T cos0 -

lim ——— = = 1

=022 4+ xl—%Q:U—i—l_O—i—l_

Réponse : 1

Remarque

sin sin
Vérification sans la regle : 21 =i, —1-1=1.
¢+ r z+1

13



