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1. Rappel : fonctions trigonométriques

Définitions — Radian et cercle trigonométrique Y
Sur le cercle de rayon 1, la mesure en radians d’un angle p
est la longueur de P’arc intercepté : m rad = 180°, donc sint p----
e cos — |
0 d = ‘9d 0 =——, sin 0 [
ra eg 180 ] : ;
Le point P du cercle associé a 6 (sens antihoraire a partir de cos 0 '
laxe des x) est sin — sin —
cos — cos +
sin 6
(cos @ #0).

P = 1 =
(cos@, sinf), tan 6 p—

Signes selon le quadrant (quadrant I : tout

o= — , cscl = ,1 , cot = Cf)sa. positif). Ex. : cos 2¥ = —3 (quadrant II,
cos ¢ sin ¢ sin ¢ angle de référence ).
9 0 = T T T Meéthode — résoudre sinx = ¢, cosz = ¢, tanx = ¢
6 4 3 2
. RN (1) Trouver 'angle de référence avec le tableau.
sinf | 03 5 g 1 (2) Repérer les quadrants ou la fonction a le bon
cosf |1 Y3 ¥Z 1 0 signe.
2 2 2 (3) Sur R : ajouter 2k7w (km pour tan), k € Z.
tanf | 0 ‘/?5 1 /3 non déf. Ex.:sinz=3sur[0,27]: 2=2 ou z=n—% =
51
caing = VY0 VI V2 V3 V4. . e : 6"
Astuce : smé.? =, 5, %, %, 5 5 cos:méme liste, A connaitre : sinz — 0 v = ko
dans l'ordre inverse. -
cosx =0 < x =7 +km.
Ces équations servent a trouver les tangentes hori-
zontales (f'(z) = 0).

Identités utiles

sin?x +cos?z =1 1+tan’z =sec’z sin(2z) =2sinzcosx
cos(—x) = cosx (paire) cos(2z) = cos?z —sin?x = 2cos?z — 1 = 1 — 2sin’x
sin(—z) = —sinz (impaire) sin(z + %) = cosx cos(x + %) = —sinz

Périodes : 2 pour sin et cos, 7 pour tan.

Attention

En calcul différentiel, les angles sont toujours en radians (calculatrice en mode RAD) : les formules
de dérivation des fonctions trigonométriques sont fausses en degrés. tan z n’est pas définie si cosz = 0,
soit x = § + k7 (asymptotes verticales).
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2. Dérivées des fonctions élémentaires

Tableau des dérivées usuelles (a connaitre par D’ou viennent ces formules
) — e = 2,718 est la base dont la pente de la tan-

gente en 0 vaut 1 ; (e”) = e” : pente =

f@) | fi@) || fl@) | f(=2) hauteur.
c 0 o o — Inz est la réciproque de e*. (Inz) = % >0
: In est toujours croissante, de plus en plus
z® | nz™ ! a”® a*lna lentement.
1 — (sinz)’ = cosx : les pentes de sin en 0, §, 7
x — Inx

[\
D
— 8|~

valent 1, 0, —1, c’est-a-dire cos 0, cos 5, cos .

1 sinx . .
— —— log, = — tanzx = et la régle du quotient donne
x 75 rzlna
. 2 , cos’x+sin’x 1
sinx | cosz tanz | sec’w (tanzx) = = .
cos? x cos? x

cosx | —sinx

Exponentielle et logarithme en base a (¢ >0, a # 1)

T = e¢*ne donc par la chaine ~ Exemples :

(2%) = 2%1n2 (10%)" =10%1n 10

Exponentielle : «a

(a®) = e . Inag = a® Ina. 1 1
(logyg x), = 110 (log, 95), =
. Inz / zIn 10 xln2
Logarithme : log,z = 1— (2 >0), et Ina est (323%) =23 +2?3°In3 =232+ zn3)
WD GOUENENIE ¢ Attention : (2%)" # 22°! (la variable est dans
(log a:)' _ 1t 11 _ I'exposant) et (log,z) # — si a # e : ne pas
“ Ina = zlna z

oublier le facteur In a.
Pour a = e : lne = 1, on retrouve (e*)’ = e® et (lnz) =

| HIH

Exemples — fonctions élémentaires et réegles de la partie 1

Produit : f(z) = 22" _Inx

tient : ==
fl(z) =2z e® + x%e® = (2 + ). Quo 1enl f(=) x
Somme et multiples : f(z) =4cosz—3e"+Inz  f/(3) = z

1
f(x) = —4sinx — 3e* 4+ —.
i

r—Inz-1 1—Inx
2 = 2

T T

Erreurs fréquentes

— (e®) # 2z e ! : la régle de la puissance ne s’ap- — (z3Inx)’ # 322- % : un produit se dérive avec la
plique que si la variable est dans la base, pas regle du produit, pas en multipliant les dérivées.
dans ’exposant. sinz\/ xcosx —sinx B .

— ( ) = 5 : le dénominateur est

— (cosz)' = —sinx : ne pas oublier le signe. LIy %

au carré.
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3. Fonctions composées

Définition — Fonction composée

Une fonction est composée lorsqu’on applique une fonction au résultat d’une autre : f(z) = h(g(z)) =

(hog)(x).

g est la fonction intérieure (appliquée en premier), h est la fonction extérieure (appliquée en dernier).

e

L’ordre compte : avec g(z) = 3z + 1 et h(z) = /z, (hog)(z) =3z +1, mais (goh)(z)=3yz+ 1.

u = g(v)

h

extérieure

Fonction | Intérieure u | Extérieure
rieure
Imaginer qu’on calcule f(z) pour une va- (22 — 5)* 2z =5 ut
leur précise de x : VIt 2 1422 N
— la derniére opération effectuée est
la fonction extérieure ; e 3z e
— tout ce sur quoi elle agit (dans la pa- In(5z — 1) 51— 1 Inwu
rentheése, sous la racine, dans ’expo-
sant) est l'intérieur. sin(2z) 21 sinu
Ex. : f(x) = sin?(3x). Pour f(1) : 3-1, 1 241 w2
puis sin 3, puis le carré. Donc f = u? avec (z% +1)2
u = sin(3x), elle-méme composée.

Piéges de lecture

— sin?z = (sinx)? : extérieure u?, u = sinz. — In(z?) =2lnzsiz >0 ; In?z = (Inz)2

— sin(xQ) . extérieure sinu, u = z°. — €% + 1 est une somme, pas une composée ;
. . z+1 2 —

— sin®z # sin(z?) et In? z # In(x?). e est une composée (u =z + 1).

En cas de doute, écrire les parenthéses.

4. Regle de la chaine

Régle de la chaine Intuition : les taux se multiplient.

. L. .. Si u tourne 3 fois plus vite que x et y tourne
Si g est dérivable en x et h dérivable en g(z), alors 9 fois plus vite que w, alors y tourne 3x 2 — 6
’ fois plus vite que =x.

(h(a(2))) = (9()) - g (@).
Notation de Leibniz (y = h(u), u = g(x)) : dv
— =47mr2. Enr=10cm :
dy dy du dr
dez  du dz’ dv. dvV d
7‘

On dérive la fonction extérieure en gardant l’inté- = 2007 = 628 cm®/s.
rieur intact, puis on multiplie par la dérivée de I’in-
térieur.




Mohamed Nouidha College Sainte-Anne

Méthode en 3 étapes Vérification : f(z) = (22 +1)?

Ex. : f(z) = (22 + 1)°. En développant : f(z) = 42?2 + 4z + 1, f'(z) =
(1) Décomposer : intérieure u = 22 + 1 ; exté- 8x + 4.

rieure u°. Avec la chaine : f/(z) =22z +1)-2=8zx+4 Vv
(2) Dériver chaque couche : (u°) = 5u? ;

(3) Assembler (remettre u en fonction de z) : — Oublier v’ : ((2z + 1)2)' £2(2x +1).

— Dériver lintérieur dans D’extérieure :

f(z) = 5(1’2 + 1)4 -2z = 10z (352 + 1)4‘ (Sjn@?))' # cos(2z) ; cest cos(x?) - 2.

Inutile de développer : la chaine donne une réponse — Confondre avec le produit : (sin(z2)) #
factorisée, utile pour étudier le signe de f. CcosT - 2.
Familles de fonctions composées (le tableau usuel, avec un facteur «' en plus)
Fonction | Dérivée | Exemple Fonction Dérivée | Exemple
/
2
u” nu”_/l v | ((3z — 1)5), =153z —1)*|| Inu (u>0) %/ (In(z?* +4) ) = 14
u l 2 u 3
1+ 4 e 1 >0 log, (3 1) —_——
ﬁ 2\/& ( + :L’) /—1+4.17 0g, U (u ) ulna ( 0g2 Z + ) (31‘4—1)1112
ev e u' (62m2)l = 4z 2% sinu cosu-u' | (sin(3z ) = 62 cos(32?)
a® a*Ina-u | (10%%)" = 3In10-10% cos u —sinu - o | (cos(4z)) = —4sin(4z)
2
2y7 2 sec? \/x
57°) =2zIn5-57 t Zu-u | (¢ =
(577) xln anu sec?u-u | ( anﬁ) N

Si u = x, alors v/ = 1 et on retrouve le tableau de base. En base a, on garde le facteur constant Ina : au
numérateur pour a*, au dénominateur pour log, u.

Astuce — simplifier avec les propriétés du In Exposant négatif ou fractionnaire : réécrire

d’abord
Pour:v>—%: ln\/2$+1:%ln(2m+1), — 4
2 1 — — -3
ry 1 _ flx) = ————= =42z +1)
dome f(2) =3 577~ 9s 71 (22 +1)7 24
g B L No)=4-(-3) 2z +1)%-2=———
Pour z > 1 : lnlaj_1 zlln(x+1)2—ln(33—1), f'(z) (=3)(2z +1) (22 + 1)1
donc f'(z) = — = fla) = V22 +5 = (a? 4 5)1/3
z+1 -1 z22-1 Ly o/s 2
@) = 4@+ 572 2o =

2 1
Remarque : In(2z) = In2 + Inz ne différe de Inz que d’une constante : (1n(2x))/ =5 =z (Inz)".
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5. Compositions multiples et combinaison des regles

Plusieurs couches : « on épluche un oignon »

On dérive de 'extérieur vers l'intérieur : une couche = un
facteur.

Ex. : f(z) = V14 €%, couches : racine — 14 e() — 22,

1 2 ze”
(@)= — 6" - 22 = ————.
2V1+e” o T V1te®

racine

Autres exemples a plusieurs couches

f(z) =sin®(2z) (cube — sinus — 2z) :  f/(z) = 3sin?(2z) - cos(27) - 2 = 6sin?(2x) cos(2x).

f(z) = In(cos(z?)) (In — cosinus — 22) :  f'(z) = @ - (—sin(z?)) - 22 = —2ztan(z?) (la ou
cos(z?) > 0).

1 3 e\/3x+1

o8 =
2v3z +1 23z +1 (
Stratégie générale Chaine + produit, chaine 4+ quotient

flz) = /3L (exp — racine — 3z +1) : f’(m) — eV3z+l,

pour z > —1).

(1) Simplifier si possible (puissances, propriétés f(z) = z%e3* (produit ; (e3%) = 3e3% par la
du In, e* - €2 = 37). chaine)
(2) Trouver 'opération principale (la derniére f'(x) = 2z 3% + 22 - 3e3® = £ e3%(2 + 3x).
e.ff(‘ectuee) : somme, produit, quotient ou compo- flz) == m7 —1<z<1 (produit)
sition. 2 2

@ 1-2z
(3) Appliquer la régle correspondante. fl(x) =v1—-22— =22 = Vi
(4) Pour chaque morceau qui reste a dériver, re- 5 . v
commencer en (2). f(z) = ( ) (chaine, lintérieur est un quo-
(5) Simplifier / factoriser le résultat. tient,) z+1

ien

b z \? (z+1) -z 327
f(x)‘3<x+1>' z+1)2 @+l

f(z) = (xe*)* (chaine, puis produit)
f'(x) = 4(ze®)3 - e®(1 + x) = 423e**(1 + ).

f(x) = 2%sin(3z) : f'(z) = 2w sin(3z) + 22 - 3cos(3x)
————

chaine
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6. Dériver une fonction de la forme f(x)J®)

Ni puissance, ni exponentielle

Dans f(x)9(%), la variable est & la fois dans la

base et dans ’exposant : aucune regle du ta-

bleau ne s’applique directement.

— (%) # 22" (regle de la puissance : expo-
sant supposé constant) ;

— (%) # 2" Ilnx (régle de a™ : base supposée
constante).

Méthode — réécrire avec e et In

Pour f(z) > 0, on utilise A = elnA . f@)g(w) —
e9(@)In f(z)

(1) Réécrire sous cette forme.
(2) Chaine sur e* avec u = g(z)In f(z) : (e*) =
et .
(3) Pf‘(o%uit pour u’ :

fl(z
9(@) Foy
(4) Remplacer ¢* par f(x)9®),

Exemple 1 — f(z) =2z%, z>0

1
avecu = zlnz et v =1-lnz+z- - =

@) = o,
Inz + 1.
f'(z) = e (Inz + 1) = 2%(Inz + 1).

Tangente horizontale : z¥ > 0, donc f'(z) = 0 <~
1

nhx=-1+ z=-.
e

Tangente en z = 1 : f(1) =1, f/(1) =10+1) =1,

donc y = .

(f(z) >0)

Formule

(£) = g2 (gmr+g L)

Attention

La réécriture n’a de sens que si la base est stric-
tement positive : préciser le domaine (z > 0,
sinz > 0...).

Cas particuliers : on retrouve les regles connues

() = rond

g = n constant (¢ = 0) :
nfn—lfl.
f = a constant (f' =0) : (ag), =a’lna-g.

Dans le cas général, la dérivée est la somme des
deux réponses « fausses » :

(f9) =g fo ' +f9If-g.
——— N——

comme u" comme a

x

1 2

1
e

fr<0sur]0,2[, f'>0sur|L +oof.

2. f(.%') — msinm — esinm ln:L"7 x>0 :

f'(z) = £*® (cosa: Inz + SIE:E) .

3. f(z) = (sinz)® = =2(02) 2 )0, 7]

f'(z) = (sinz)® (ln(sin x) + $COS$> .

sin x

Autres exemples

4. f(.T) —_ (x2 + 1)3x — €3mln(x2+1) .

2
f'(z) = (2?2 +1)%® (3111(:52 +1)+ :1:26:3— 1) .

5. f(z) = <1+%)z:eajln(1+%), x> 0.

Avec 111(1 + %) =In(z+1)—Inz: v = ln(l + %)—{-
( 1 1) .

T —— |, dou
z+1 «x

f(z) = (1 + i)x (111(1 + i) - x-1|—1> .




