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Révision — Chapitres 5, 6 et 7 — Solutionnaire
La dérivée et la regle de ’'Hopital

Mohamed Nouidha

Automne 2026

Comment utiliser ce solutionnaire

Faire d’abord chaque exercice sans regarder, puis comparer la démarche et pas seulement la

réponse. A I'examen, une réponse juste sans justification ne donne pas les points : la rédaction
ci-dessous montre ce qui est attendu.

Partie A — La dérivée : définition, sens et regles

Exercice 1 (lecture graphique)

Le graphe donné est celui de [’ sur [—2,5; 3,5]. Signe de f', croissance et décroissance de f, points d
tangente horizontale.

y=f'(x)

6,,

N

Points rouges : f'(z) =0

A retenir

La hauteur du graphe de f’ en z est la pente de la tangente au graphe de f en z.
— f" > 0 sur un intervalle = f croissante sur cet intervalle;

— f/ < 0 sur un intervalle = f décroissante sur cet intervalle;

— f'(a) =0 <= tangente horizontale au point d’abscisse a.

a) Le graphe de f’ coupe 'axe des z en x = —1 et © = 2; il est au-dessus de I'axe a gauche de —1 et
a droite de 2, au-dessous entre les deux.

x —2,5 -1 2 3,5
signe de f’ + 0 - 0 +
f /4 max \, min A
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b) f est croissante sur [—2,5; —1] et sur [2; 3,5], car f'(z) > 0 pour —2,5 < x < —1 et pour
2 <z <35 (f ne sannule qu'en —1 et en 2). f est décroissante sur [—1; 2|, car f' < 0 pour
-l<z<2.

c) Tangente horizontale <= f'(z) =0:enz = —1et en z = 2.

— En z = —1: f' passe de + & —; f croit puis décroit : le graphe de f présente un sommet
(maximum local).

— Enxz =2: f passe de — a +; f décroit puis croit : le graphe de f présente un creux (minimum
local).

d) Vrai. Sur [2; 3], f'(z) > 0 (et f* > 0 pour > 2), donc f est croissante sur cet intervalle :

fB3) > £(2).

On lit le signe de f’ (au-dessus ou au-dessous de l’axe), pas sa croissance. Erreur fréquente : dire

que f est croissante sur [% ; 2} parce que le graphe de f’ y monte. Sur cet intervalle, f’ croit mais
reste négative : f y est décroissante.

Exercice 2 (dérivabilité)
Etudier la dérivabilité au point indiqué : a) x|z| en 0; b) |22 —4| en 2; ¢) Yz —1 en 1; d) fonction
par morceauz en 1.

Dans chaque cas, on étudie la limite du taux de variation

a) f(0)=0et, pour h # 0 : f(h);f(()) _ hlbh’

et f’(0) = 0 (tangente horizontale).

flat h})L —f@) quand h — 0.

= |h| p_— 0. La limite existe : f est dérivable en 0
—

On ne peut pas utiliser la régle du produit, car |z| n’est pas dérivable en 0. Il faut revenir a la
définition. Un produit peut étre dérivable méme si un des facteurs ne 1’est pas.

b) f(2)=0et (2+ h)? —4 =4h + h%? = h(4+ h). Pour h proche de 0, 4 + h > 0, donc

F@+h) —f(2) |h(4+h) [4+h  sih>0
h - h o |—@+h) sih<0

Ce taux tend vers 4 si h — 01 et vers —4 si h — 0.

Y
Les deux limites different : le taux n’a pas de limite, f
n’est pas dérivable en 2. Le graphe forme un coin au
point (2,0), avec des demi-tangentes de pentes —4 et 4. 21
¥ & X
-2 2
14+h)—f(1) A3 1 1
c) f(1) =0et, pour h # 0 : UChs })L /) = T s iz oo +00 (car h? > 0 des deux

cotés). f n’est pas dérivable en 1 : la tangente au point (1,0) est verticale (droite z = 1), elle n’a
pas de pente.
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d) f(1) =2-1=2, mais lim f(z) = lim 2® = 1 # 2. f n’est pas continue en 1; or dérivable =
r—1~ r—1~

continue, donc f n’est pas dérivable en 1.

14+ h)—f(1 1+h)2—-2 h2+2h-1
Vérification : pour h < 0, f+ 20 ) = (1+ h) = + W ; le numérateur tend vers —1 et le

dénominateur vers 07 : le taux tend vers +oo.

Les deux morceaux ont la méme dérivée en 1 : (22)" = 2z vaut 2 en 1, et (2z)' = 2. Cela ne suffit
pas : il faut d’abord la continuité.

Exercice 3 (paramétres)
Déterminer a et b pour que f(z) = az? +1 (x < 1), f(x) =bx —2 (x > 1) soit dérivable en 1.
Condition 1 — continuité (nécessaire, car dérivable = continue). On a f(1) = b—2 et wli)nl[ flx) =
a+1, don
a+1=>b-2. (1)

Condition 2 — méme limite du taux des deux cotés.
f(l+h)— f(1) b(1+h)—2—(b 2)  bh

— Pour h >0 : L = N %—b—ﬂ)
+h 1+h)>+1— 1
— Pour h < 0 : en utilisant (1), f(1) = a + 1, donc UChs i)z 1) _ al+h) +h (atl) _
2
a(2hh+h):a(2+h)—>2a.
I1 faut donc
2a = b. (2)

En remplacant (2) dans (1) : a4+ 1= 2a — 2, d’ott [a = 3] et [b=6].
Vérification : f(r) =322 +1 (z < 1) et 62 —2 (z > 1) : les deux morceaux valent 4 en 1, et les
deux pentes valent 6.

Remarque

Sans la condition (1), le taux de variation a gauche aurait un numérateur qui ne tend pas vers 0 :
il tendrait vers +o00. C’est pour cela que la continuité vient en premier.

Exercice 4 (réécrire avant de dériver)

Simplifier, puis dériver et préciser le domaine de f’.

-1 1
a) f est définie pour x # 1. Pour z # 1 : f(x) = (a:x)_(a;l—k) =x+1, donc f'(z) =1, pour z # 1.

Le graphe est la droite y = = + 1 privée du point (1,2) : f n’est pas définie en 1, donc ni continue
ni dérivable en 1.

b) Domaine : 2 > 0. On divise terme & terme par le mondéme z, avec \/z = /2 :
fla) =222 — 42?70 p o7t = 222 — 407 V2 4 g7
1
x\f x?’

c) m et 1 sont des constantes : f(z) = (7?2 + %) r+7x !, donc

fl(z) =4z + 22732 — 272 =da + —— x> 0.

1 T
f/(:c):w2+;—ﬁ, x # 0.
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7 n’est pas une variable. Erreur fréquente : écrire (72z) = 2m.

Partie B — Fonctions élémentaires et regle de la chaine

Exercice 5 (trigonométrie)

a) Onposeu=cosz:2u> —u—1=0 < (2u+1)(u—1)=0 < u=1ouu=—3.
— cosz =1 sur [0,27] : x = 0 ou x = 2.

cosinus négatif dans les quadrants IT et IIl : z =7 — § = %’T

™

— cosx = —% : angle de référence 3,

ou:v:7r+§=4§.
S = {o 2 A 27r}.

b) Avec sin(2z) = 2sinzcosz :

2sinzxcosz —cosx =0 <= cosx (2sinz —1) =0 <= cosz =0 ou sinxz%.

g X T 31 N . 9 9 o g .
Diviser par cos z suppose cos x # 0 : on perdrait 5 et <¢. Reégle : ne jamais diviser par une expression
qui peut s’annuler ; factoriser a la place.

Exercice 6 (régles et valeurs numériques)
a) Produit : (fg)'(2) = f(2)9(2) + f(2)¢'(2) =4-3+1-(—2) = 10.

(
)' _[(2)92) - f(2)g'(2) _4-3-1-(=2) 14
g(2)? 32 9°

b) Quotient : (

e) h(z) = f(z?): W(z) = f'(2?) - 2z, donc h’( Yy=f(1)-2=(-1)-2=—-2.
f) h(z)= f(f(x)): W (z)=f'(f(z)) - f'(z), donc ' (3) = f'(f(3)) - f'(3) = f'(2) - 5=4-5=20.

Dans f'(g(2)), on évalue f’ en g(2) = 3, et non en 2. Erreur fréquente pour ¢) : f/(2) ¢'(2) = —8.
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Exercice 7 (dériver)
a) sin?x + cos? x = 1 pour tout z, donc f/(x) = 0. (Par la chaine : 2sinz cosz + 2cos z(—sinz) = 0 v')
b) In et 'exponentielle sont réciproques : f(x) = z2, donc f'(x) = 2z.

c) Trois natures différentes : ™ (base variable, exposant constant) : régle de la puissance; 7 (base
constante, exposant variable) : (a®) = a”Ilna; 7" : constante.

fl(x) =mnz™ ! +7%Inm.

d) La formule (sinu)’ = cosu - u’ exige un angle en radians. On convertit : z° = =& rad, donc

180
flx) = sin(ﬁ)) =  fl(z) = 175% cos(f;o) .

C’est pour éviter ce facteur 13

150 qu’on travaille toujours en radians.

1 2 1
e) Poura:>0,u:x+\/5,u':1+2\/a?: \gf/; :
u’ 2y/x +1
f(@) Ve

- 2\/72:4\/5\/1‘-1-\/5‘

f) Pour x > 1, on simplifie d’abord avec les propriétés du logarithme (22 +1 >0et 2z —1 > 0) :

f@ =@ +1) -1 = f(2)= xfﬁ - Q(xl_ 5

g) Trois couches : cube — tangente — 2x2. Une couche = un facteur :

f'(z) = 3tan?(22?) - sec?(22?) - 4z = 12z tan?(22?) sec?(22?).

h) Produit avec u = x et v = sin(i), ouv' = cos(1> : (—i> :

T 2

fir=nf2) sron(2) () ()22 oo

i) Quotient, avec la chaine pour u et v : u = (22 +1)3, v/ = 6z(22+1)%; v= (22 —1)% v =4(22 - 1).

_ 6a(@? +1)*(22 — 1)? — (2° +1)° - 4(22 - 1)

On met en évidence 2(z% + 1)?(2z — 1) au numérateur :

gy 2@+ 1220 —1)[Bz(22 — 1) =22 + 1)) 2(2? + 1)%(42? — 32 — 2) 1
@) = (22 — 1)1 - (22— 1)3 T

j) La base et I'exposant varient. On réécrit % = e*!n% (1 > 0) :

T

1
f(z) = e*lnz . (1 ‘Inz+x- ) =z"(lnx +1).

Deux réponses fausses fréquentes : = - 2°~! (régle de la puissance, exposant supposé constant) et
z¥Inx (regle de a®, base supposée constante).
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Exercice 8 (forme f(z)9(®))

Méthode

!/ !/
Pour f(z) > 0: f(z)9(®) = 9@ f(=) donc (f(x)g(x)) = f(z)9® . (g(x) lnf(a:)> . On dérive
I’exposant gln f avec la régle du produit.

a) Sur ]0,7[, sinz > 0 : (sinz)” = ™) ot (zIn(sinz))’ = In(sinz) + z - C;)r?;;' Donc
f'(x) = (sinz)®(In(sinx) + z cot z).
b) zlnw = ez — (n0)* ot (Ingz)?) =2Inz - 1 Donc
Fa) = 2B e
_ —1/a? 1

¢) Pourz>0,1+ % >0: f(z) = e(F1/2) - Avec (In(1 + %))’

C1+1/z __x(ﬂc+1)

1+ 3)) =w(1+1) - g =+ 1) - 5

f(z) = <1 + %)gc [ln(l + %) - :c—li—l] .

d) 2241>0: f(z) = ews® @+ Donc

2
fl(x) = (2 4 1)°0s® [— sinz In(z? +1) + :ECOS:E] .

2 +1

e) L’étudiant applique la régle de la puissance, qui exige un exposant constant ; ici 'exposant sin x
varie. Correctement, avec z51% = esinznz (5 > () .

N’ : sin x
(25 F) = g (cos:cln.r + ) .
x

Inz\" 1.2-1 1-1
f) f(z)=ema)/z o <%) _z xx2 nr_ x;lx, donc
1o 1—Inz

fl(z) == .

T2

Comme 2'/% > 0et 22 > 0: fl(z) =0 <= Inz =1 <= 2z = e. Le point est (e, e'/¢) =
(2,718 ; 1,445).



Calcul différentiel — Révision des chapitres 5 a 7 — Solutionnaire College Sainte-Anne

Exercice 9 (analyser une solution)

a) Erreur : la régle de la puissance est appliquée alors que la variable est dans 'exposant. Correct :
u = 2z, (e“)/ = e/, donc (629”)/ = 2e?%.
2z

o241
c) Erreur : il y a trois couches (carré — sinus — 3z) et la dérivée de la couche intérieure 3z est
oubliée. Correct : 2sin(3x) - cos(3z) - 3 = 6sin(3x) cos(3x) = 3sin(6z).

b) Erreur : le facteur v’ de la regle de la chaine est oublié. Correct : (In(z? + 1))

d) Erreur : 2% est une exponentielle (base constante), pas une puissance. Correct : (21)' =2%In2.

Exercice 10 (applications)
1

a) Domaine z > 0. f(z) = 2zlnz + 2% - - = z(2lnz +1). Comme z > 0 : f'(z) =0 <= Inx =
x

x
—% = r=e 2= \}é' f(e*1/2> = 6*1-(—%) = —Qie. Point : (\}E, —Zie

) . (z = 0 annule le facteur
x mais n’est pas dans le domaine.)
b) f/(z)=1-2sinz =0 < sinz =1 <= z =7 ouz = 3T sur [0,2n].
1 1
c) On choisit f(x) = /7 et a = 4 (proche de 4,1, et /4 est connu). f(4) =2, f'(x) = N f'(4) = T
x

Approximation linéaire : \/z ~ 2 + X(z — 4), donc
V4,1~ 2+1(0,1)=2,025  (calculatrice : 2,02485...)

d) A =7r? et r dépend du temps. Par la régle de la chaine :

dA dA dr dr 2
il 27 - pri 27(10)(2) = 407 ~ 125,7 cm®/s.

e) f'(z) = ke et f"(x) = k?e**, donc
f(x) = 3f (x) + 2f(x) = e (k* — 3k +2).

Comme €** > 0 pour tout z, I’égalité & 0 pour tout x équivaut a k2 — 3k +2 = (k—1)(k—2) =0 :
k=1louk=2.

Partie C — La régle de I’Ho6pital

Exercice 11 (reconnaitre la forme)

a) Numérateur — 0, dénominateur — 1 : forme %, non indéterminée. Limite : 0.

Appliquer I’'Hopital ici donnerait % = 1: faux. On vérifie toujours la forme avant d’appliquer la
regle.

b) Inzx — —oo et x — 07 : forme 5%, non indéterminée. Limite : —oo. (L'Hopital, mal utilisé,

1/x
donnerait lim L = 400 : méme le signe est faux.)
z—0t 1
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) —2/x3
In(1+ = T 1/.2 9
lim Inh(z)= lim M (%) 5 im % — lim LQ _
T—+00 T—+00 1/x z—+oo —1/x z—+oo 14+ 1/x

Donc la limite vaut € = 1.

Une forme 1°° ne vaut pas toujours e (ni 1) : elle peut valoir n’importe quoi, d’ou le calcul.

d) Base % — +00, exposant Inz — —oo : forme (+00)~°°, non indéterminée. Limite : 0. Justification :
(l)lnm _ elnm~ln(1/m) — e—(lnx)2 3y e~ — (.

po =

5
x
e) Forme co—oo0, indéterminée. On met e® en évidence : e —2° = €® (1 — x) En appliquant I'Hopital
e
inq fois (forme 2 & chaque étape) : i 2 him 222 Z 0. Done Ia Timit t (+00) 1=+
cing fois (forme g & chaque étape) : lim -2 = lim —-=0. Donc la limite vau 00 = +00.
Exercice 12 (formes 3 et 22)
e*—1—= e’ —1 e 1
2 iy O LT () By O (o) o, @ L
x—0 2 x—=0 2 z—0 2 2
r —sinzx 1 —cosz sinz cosz 1
byt TS (0) By, L2 COST gy w ST gy g, co5T L
x—0 3 =0 32 z—0 6x z—=0 6 6
. 2®=1 /oy u .. 5zt B2 5 L .
c) lim (6) = lim -— = lim — = ~. (On peut aussi factoriser  — 1 au numérateur et au
123 — 1 z—1 312 z—1 3 3

dénominateur.)

(2 2
sin(x 2x cos(x
d) lim # (%) Z im #, encore %. Plutét que d’appliquer la regle une deuxieme fois,

z—01 —cosx
on regroupe :

. x . T H . 1
lim 2 cos(z?) - —— =2-1-1=2, car lim — = lim =1.
20 sinx z—0 sin T z—0 COS T
x .
e) Forme %2 :
Inz 4
. Inz)? nu . 2 . 4Inz H . = . 8
lim (In z) = lim —$— = lim () = lim 4= lim — =0.
T—+00 ﬁ T—+00 m T—+00 \/,E T—+00 NG T—+00 \/5

Simplifier aprés chaque application : c¢’est ce qui évite de tourner en rond.
0 T .
f) Forme § en § :

l—sinz @# —Ccosx 1 1

im 5 lim - = lim -
z—m/2 COS? T a—n/22cosx (—sinx)  a—on/2 2sinz 2

(on simplifie par cosx # 0 pour x # T). Sans I'Hopital : cos? 2 = 1 — sin®
quotient vaut — %

x = (1 —sinz)(1 +sinz), donc le

1
1+4sinx
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Exercice 13 (quand la régle ne conclut pas)

1
a) Forme 3. La reégle donne lim M, qui n’existe pas : 1+ cosx oscille entre 0 et 2. La regle
T—+00 1
f/

!
dit : s¢ lim 7 existe, alors hm% est la méme. Si lim % n’existe pas, elle ne permet rien de conclure.

T+ sinx sinx sin x 1
Autrement : T 1+ , et < — — 0 (théoreme du sandwich). La limite vaut 1.
x x x x

Conclusion : la regle de I’'Hopital est une condition suffisante, pas nécessaire.

T —X

e
b) Forme 2 (e™* — 0). Une application donne (inverse du quotient de départ), et une

deuxieme ramene au quotient de départ : la régle « tourne en rond ». On divise plutét numérateur et
dénominateur par e* :

. et te® . 14e?® 140
lim — = lim = =1.
5t et —e T  zostool—e 2 10
Exercice 14 (formes 0- 0o et 0o — o)
sin x sin x
a) Forme 0 - (—o00). On écrit sinzlnx = -z lnz, avec —1let
Inzx H 1/z
lim zlnz = lim — (=) = lim = lim (—z) =0.
z—0+ z—0t 1/.7} ( o0 ) z—0* —1/%2 x—>0+( )

La limite vaut 1 -0 = 0.

b) Forme oo - 0. On écrit le produit comme un quotient :

l/x el/x . <_i>
(& —1 2
lim ———— (9) 2 im T 7 = lim eY/* =1
T——+00 1/,7; 0 T—+00 —3 T——+00
1 . et —1
(Ou : poser t = £ — 0", on obtient lim =1.)
z t—0+ ¢

c) Forme oo — 0o. Méme dénominateur :

a%li% x(e® —1)

0

e’ —1—x /5\ H e’ —1 0\ H .. e’ . 1 1
_— = i _— = = 7—1
( ) :cli%ex—l—kxex (0) }71—>I%2€x+$€x mlg%)Q—i—a: 2

d) Forme oo — 0. Ici, le conjugué est la méthode efficace :

5 2? — (22 — 3x) 3x
r— Vs —3xr = = .
r+Vr2 -3z zx++Vz2?-3z
3z 3 3

Pour z > 3, V22 -3z ==z 1—%,d0nc = —.
p(14y1-2) 1412 moree 2

x




Calcul différentiel — Révision des chapitres 5 a 7 — Solutionnaire College Sainte-Anne

Exercice 15 (formes 1°°, 0°, 0o?)

Méthode

Poser h(z) = f(x)?@®), calculer L = limIn h(z) = lim g(z) In f(z), puis conclure : lim h(z) = e’.

3In(1+2
a) Forme 1*°. Inh(z) = 3tn(1 + 2z) :
x
3In(1 +2 3 11
L= lim 20+ 20) (§) & im =12 =6 = lim(1+22)%" ="
z—0 x z—0 1 z—0
R In(cos x)
b) Forme 1°° (cosz > 0 prés de 0). Inh(r) = ——5—=:
x
I - lim In(cos z) <Q) H —sinx/ cosx — lim —tanx (Q) o —sec’z 1
z—0 x2 0 z—0 2x z—0 2z 0 z—0 2 2
1
La limite vaut donc e=1/2 = —.
Ve
x Inz —In(z+1) 0
c) Forme 1% (base ;37 — 1). Inh(z) = zln e 1z , forme § :
nz—In(z+1 1oL D -
L=l DETE@ED H o PTET gy Dy, ST
T—+00 1/:17 T—+00 —=3 T——+00 —3 z—+oo x4+ 1
. 41
La limite vaut donc e™ = —.
e
1 T
d) Forme oc’. Inh(z) = n(e” + 33)’ forme 22 :
x
In(e® ° 41 l4e™® 140
L= g 2RO mop Sl g It IR0 L e =
T—+00 x z—+oo e’ +x  w—otoo 14 & 1+0
On a divisé par e® et utilisé lim — = lim — =0.
x—+oo e¥ r—+oo e¥

Exercice 16 (parameétre)
e’ —1—-2x

5 soit un nombre réel, puis la calculer.
x

Déterminer a pour que lim
z—0
Pour tout a, le numérateur vaut € —1 —0 =0 en 0 : forme %. Une application donne

oae* —2 B
lim ——, dont le numérateur tend vers a — 2.
z—0 2x

— Si a # 2 : forme %, non indéterminée : ce quotient tend vers 400 d’un c6té de 0 et vers —oo

de l'autre. Pour conclure directement sur la limite de départ, on ’écrit

e —1-2z
2

1l e —1-2x . e —=1—2x o\ H .. azx .

X

Le produit d’un facteur qui tend vers a — 2 # 0 par % tend vers +oo (signe différent de chaque
coté de 0) : la limite n’est pas un nombre réel.

10
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— Sia=2: lim 0 = lim = 2.
x—0 2x x—0

Seule la valeur convient, et la limite vaut .

Partie D — Problemes de synthese

2e2% — 9 (0) H 4e2®

Exercice 17 (f(z) = 2%e™%)
2 2
_ T . T .. 2x 2
a) En +oo:a2%e =" forme £ : lim — = lim —
et ©  z—too et z—+oo el z—+o0 ev

En —o0o : 22 — +o0 et 7% — +o0 : forme (+00) - (+o0), non indéterminée. Limite : +oo.
b) Produit et chaine : f'(z) = 2zxe™* + 22 - (—e™®) =xe ¥(2 —z). Comme e > 0: f/(z) =0 <=
4
x =0 ouz = 2. Points : (0,0) et (2, —2) ~ (2;0,541).
e

1f==

Exercice 18 (dérivabilité et régle de 'Hépital)
g(x) = eszl siz#0, g(0) = 1. Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0.

) lim g(z) = li e%_1(0)51‘ 1 4(0) : g est conti 0
a) lim g(z) = lim — o) = lim—=1=g(0): g est continue en 0.
b) On revient a la définition (la formule g(z) = =1 n’est pas valable en 0, donc on ne peut pas
dériver cette formule puis remplacer x par 0) :
h1 h h h
. g(h) —g(0) . H—1 . €e'—=1—h o\ H .. €"—=1 /oy B ,. € 1
fim LY I gy T i T8 (o) B 0y By &2
B =i =i ) S e () S my =3

1
La limite existe : g est dérivable en 0 et ¢'(0) = 5

Cet exercice combine les trois chapitres : la définition de la dérivée (ch. 5), la dérivée de e (ch. 6)
et la regle de ’'Hopital (ch. 7).
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